ლექცია 4. ენტროპიის თვისებები












ვთქვათ    სიმრავლეა   ელემენტებისგან. ამბობენ, რომ სიმრავლეზე მოცემულია ალბათობების განაწილება , თუ კი ყოველ შეესაბამება რიცხვი , ყოველი  -სთვის, რომლებიც აკმაყოფილებენ პირობებს და    .  სიმრავლეს მასზე მოცემულ ალბათობების განაწილებით ეწოდება დისკრეტული ალბათური ანსამბლი ან უბრალოთ დისკრეტული ანსამბლი და აღინიშნება  -ით.










ვთქვათ    და ორი სასრული სიმრავლეა. ამ სიმრავლეთა ნამრავლი არის სიმრავლე , რომლის ელემენტენის, ყველა შესაძლო დალაგებული წყვილი  და  . თუ კი ყოველ წყვილს შევუსაბამებთ ალბათობას , მაშინ გვაქვს ანსამბლების ნამრავლი . გაერთიანებული ანსამბლისათვის გვაქვს ალბათობების ნაცნობი თვისებები:


    ,                                                 (1) 




ამ თვისებებიდან კერძოთ, გამომდინარეობს, რომ თუ კი მოცემულის ანსამბლების ნამრავლი, ყოველთვის შეიძლება აღდგენილნი იქნეს საწყისი ანსამბლებიდა . პირიქით შესაძლებელია მხოლოდ იმ შემთხვევაში, თუ კი საწყისი ანსამბლების ელემენტები ერთმანეთისგან დამოუკიდებელნი არიან, ანუ გვაქვს - . ზოგადად, თუ კი გვაქვს დამოკიდებული ანსამბლები, მაშინ  , აქედან კი 


,                                                           (2)


ვთქვათ გვაქვს დისკრეტული ანსამბლი შესაძლო მდგომარეობით:




             ,  ,                                      (3)

 ჩვენ უკვე ვიცით ენტროპიის განმარტება. წინა ლექციაში ჩვენ ენტროპიის განმარტება დავიწყეთ თანაბრადგანაწილებული ანსამბლისთვის და ავღნიშნეთ, რომ

                                                                                  (4)
 ენტროპიის ეს ზომა შემოიტანა ღალფ ხარტლინ 1928 წელს. ხართლის ზომის თვისებებია:

1) ის მონოტონური ფუნქციაა -ის;


2)  როცა ანუ არ გვაქვს გაურკვევლობა;

3) ხარტლის ზომა ადიტიურია . 
კლოდ შენონმა ხართლის ენტროპიის ზომა განაზოგადა იმ ანსამბლენისთვის, სადაც ალბათობების განაწილება თანაბარი არაა და შემოგვთავაზა ენტროპიის ფორმულა:

                                                                   (5)    
სიმრავლის დამოუკიდებლად განხორციელებად ელემენტებისთვის შესაძლებელია გამოყენებულ იქნეს აპრიორული კერძი გაურკვევლობა:

                                                                               (6)


შევნიშნოთ, რომ შენონის ენტროპიის ზომა ეს არის ანსამბლის განზოგადოებული გაურკვევლობის ზონა, რადგანაც მიღებულია კერძო გაურკვევლობების (6) გასაშუალებით. ხართლის ზომა შენონის ზომის კერძო შემთხვევაა. მართლაც თუ კი  , სადაც  მაშინ  (5)-დან გვაქვს:

                                                                (7)  

  ენტროპიის თვისებები:

1. 

ენტროპიის სიდიდე ნამდვილი რიცხვია და ის არაუარყოფითია. ეს ადვიკად შეიძლება შევამიწმოთ (5) ფორმულით, იმის გათვალისწინებით, რომ  ყოველი  -სთვის 
2. 

ენტროპია შემოსაზღვრული სიდიდეა. როცა   ეს თვისება გამოდოს (5) ფორმულიდან. როცა  გვაქვს: 
	[image: ]




აქ წარმოებულია შეცვლა და შემდეგ განუსაზღვრელობა მოხსნილია ლოპიტალის წესით. ამრიგად, ყოველი  ნებისმიერი  მნიშვნელობებისთვის    შემოსაზღვრულია. 
3. 
2 თვისების დამტკიცებისას, ადვილად შევამჩნევთ, რომ , თუ კი ანსამბლში ერთ-ერთი ხდომილობა 1-ის ტოლია. 
4. ერტროპია მაქსიმალურია, თუ ანსამბლში ყველა ხდომილობა თანაბარალბათურია, და მაშინ 
[image: ]
მობძებნოთ (5)-ის მაქსიმუმი იმ პირობის (შეზღუდვის) გათვალისწინებით, რომ 
[image: ]
გადავიყვანოთ პირიბითი ექსტრემუმის ამოცანა უპირობო მექსტრემუმის ამოცანაში, ლაგრანჟის ფუნქციის გამოყენებით:
[image: ]
ექსტრემუმის აუცილებული პირობებია:

[image: ]
აქედან გამომდინარეობს, რომ

[image: ]
ადვილად შემოწმდება, რომ, ნაპოვნი მნიშვნელობები ანიჭებენ მაქსიმუმს.
5. კერძო შემთხვევაში, როცა ორი ხდომილობა გვაქვს 
[image: ]

[image: ]

6. სტატისტიკურად დამოუკიდებელი სიმრავლეების გაერთიანების ენტროპია ტოლია საწყისი სიმრავლეების ენტროპიების ჯამისა.  ამ თვისების დასამტკიცებლად გამოვიყენო დამოუკიდებელი ხდომილობების ალბათობის თვისება:
[image: ]
და რადგანაც გვაქვს, რომ
[image: ]
ამის გათვალისწინებით, ვღებულობთ ფორმულა (10):
[image: ]
ანალოგიურად გამოიყვანება ფორმულები ნებისმიერი რაოდენობა დამოუკიდებელი შემთხვევუთი მოვლენების.

პირობითი ენტროპია და მისი თვისებები
 



ხშირად გვაქვს კავშირი სხვადასხვა შენთხვევით სიდიდეებთან კავშირი, და ანაც სულაც კავშირი ერთი შემთხვევითი სიდიდე სხვადასხვა ელემენტებს შორის.  ვთქვათ გაერთიანებული ანსამბლი  მოცემულია მისი ყველა ელემენტების , ალბათობების მატრიცით: 






თუ კი (11) მატრიცაში მოვახდენთ აჯამვას სვეტებით და სტრიქონებით მივიღებთ საწყის ანსამბლებს და  :

              


             
რადგანაც დამოკიდებულ შემთხვევით სიდიდეებისთვის გვაქვს -



(12) ტოლობის პირველი ნაწილიდან გვაქვს -












ნირმირების პირობის თანახმად   -სთვის, ამოტომ (13) ის მარჯვენა მხარეში პირველი წევრი წარმოადგენს   ანსამბლის ენტროპიას -.  მეორე წევრის მეორე ჯამი  -ით, კი ახასიათებს კერძო გაურკვევლობას, რომელიც მოსდევს  ანსამბლის ერთ  მდგომარეობას, იმ პირობით, რომ რეალიზებულია ანსამბლის ხდომილობა - მას კი უწოდებენ კერძო პირობით ენტროპიას და აღნიშნავენ:






კერძო პირობითი ენტროპიის გასაშუალებით ანსამბლის ყოველი ხდომილობით ეწოდება სრული პირობითი ენტროპია , ან უბრალოდ პირობითი ენტროპია და აღინიშნება -ით და გამოითვლება შემდეგნაირად:


ამდენად, (13) (14)-ის და (15) -ის გათვალისწინებით შეიძლება ჩავწეროთ შემდეგი სახით -



თუ კი ეხლა გამოვიყემებთ (12)-ტო;ობის მეორე ნაწილს, მაშინ ანალოგიურადშეიძლება მივიღოთ:



ასევე შესაძლებელია ნაჩვენები იქნეს ის, რომ ნებისმიერი რიცხვი ანსამბლების გაერთიანებისას  რომელთა ელემენტებსაც გააჩნიათ გარკვეული დამოკიდებულება, ადგილი აქვს ტოლობას 


 შევნიშნოთ, რომ პირობითი ალბათობა ყოველთვის ნაკლები ან ტოლია უპირობო ალბათობაზე 


(16)-(18)-დან გამომდინარეობს


მივცეთ (16)-(19)-ის გეომეტრიული ინტერპრეტაცია დამოუკიდებელი და  დამოკიდებული შემთხვევითი სიდიდეების ენტროპიის გამოთვლისას:

[image: ]
სურათი . გაერთიანებული ანსამბლების ენტროპიის ფორმირების ილუსტრაცია



ხშირად საქმე გვაქვს შემდეგი სახის კავშირები თვით ანსამბლის წევრებს შორის, როცა ხდება მათი მიმდევრობითი ხდომილობა. თუ კი ასეთი კავშირი არის მხოლოდ მეზობელ ხდომილობების შორის , მაშინ ის ხასიათდება პირობითი ალბათობით . ელემენტების მიმდევრობა, რომელთაც ასეთი კავშირები აქვს მარკოვის ჯაჭვი ეწოდება.  კავშირს, ყოველი ელემენტისა მის ორ წინამდებარე ელემენტებთან ხასიათდება პირობითი ალბათობით , ამ შემთხვევაში ამ მიმდევრობას მარკოვის ორჯერადი ბმული ჯაჭვი ეწოდება.  


ერთბმულიანი მარკოვის ჯაჭვისთვის, იმ პირობებში, რომ მიღებულია (ცნობილია) ელემენტი  მოცულობის ანბანიდან, პირობითი ენტროპია ტოლია -


ამ პირობებში, სრული (გასაშუალებული) პირობითი ენტროპია განისაზღვრება როგორც -


 
ანალოგიურად მარკოვის ორბმიანი ჯაჭვისთვის გვაქვს -






შესაძლებელია ასევე აგებულ იქნეს ენტროპია უფრო ღრმა კავშირებისათვისაც. 
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